
1    

0
�
0 �  )A,����

上帝在星际对着地球人类机智地一笑———信仰客观存在世

界中完备的定律和秩序的科学家惊讶地发现,原来上帝掷骰子

随机地决定了世界.

; ?

/ =
=

A/A;1

在公交车站候车时,总希望候车的时间比较短,但到底要等多长时间,事先不

能确定;人们买彩票时,总希望自己中大奖,但能否中奖,结果也不确定.在现实生

活中,有很多这类事情,其结果具有不确定性.人们还会关注这样的问题:公交车站

候车时间少于5分钟的可能性有多大? 彩票中奖的可能性有多大? 等等.
概率论为解决这种不确定性问题提供了有效的方法.本章主要介绍概率论的

基本概念.

§1.1 随机试验与随机事件

1.1.1 随机现象与随机试验

客观世界中发生的现象是多种多样的,归纳起来主要有两种:一种是必然现象(也称为

确定性现象),另一种是随机现象.
必然现象是指在一定的条件下,必然发生的现象.例如,在一个标准大气压下,水加热到

100℃便会沸腾,向上抛一粒石子必然下落,等等.
什么是随机现象? 顾名思义,它是指一个随机的、偶然的自然现象或社会现象,它和必

然现象是相对的.
例如,在相同的条件下,向上抛一枚质地均匀的硬币,其结果可能是正面朝上,也可能是

反面朝上,不论如何控制抛掷条件,在每次抛掷之前无法确定抛掷是什么结果,这样的试验

就出现多于一种的可能结果.又如,同一门大炮对同一目标进行多次射击(同一型号的炮

弹),每次炮弹着点可能不尽相同,并且每次射击之前无法肯定炮弹着点的确切位置.再如,
重复地从同一生产线上用同一种工艺生产出来的灯泡中抽取一只测量其寿命,每次结果可
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能不一样,并且每次抽取灯泡之前无法确切知道其寿命,等等.
以上所举的现象都具有随机性,即在一定条件下进行重复试验或观察会出现不同的结

果,而且在每次试验之前都无法预测将出现哪一种结果,这种现象称为随机现象.
如何来研究随机现象? 随机现象是通过随机试验来研究的.那么,什么是随机试验? 回

答这个问题之前,先看几个例子.
【引例】 E1:抛一枚硬币,观察静止之后哪一面朝上;
E2:抛掷一颗骰子,观察出现的点数;
E3:射击比赛,观察射击成绩(环数);
E4:从一批产品(含有正品和次品)中抽取3件产品,检验正品件数;
E5:记录某公共汽车站某个时刻的候车人数;
E6:从一批灯泡中抽取一只测量其寿命.
可以发现以上E1~E6都满足下述条件:
(1)

 

试验可以在相同的条件下重复进行(试验可重复性);
(2)

 

试验的所有可能结果是明确可知的,并且不止一个(全部结果已知性);
(3)

 

每次试验总是恰好出现这些可能结果中的一个,但在试验之前却不能确定出现哪

一种结果(试验前结果未知性).
我们称这样的试验是一个随机试验(random

 

trial),为方便起见,也简称为试验(trial),
今后讨论的试验都是指随机试验.随机试验常用符号E来表示.

随机试验是一个广泛的数学术语,它包含各种各样的科学实验,也包括对客观事物进行

的“观察”、“调查”或者“测量”等等.

1.1.2 样本空间与随机事件

随机试验E的所有可能结果组成的集合称为试验E的样本空间(sample
 

space),记作

S.样本空间的元素,即E的每个结果,称为样本点(sample
 

point),记作e.
【例1.1】

 

 给出引例中随机试验E1~E6的样本空间.
E1:S={(正面),(反面)};
E2:S={1,2,…,6};
E3:S={0,1,2,…,10};
E4:S={0,1,2,3};
E5:S={0,1,2,3,…};
E6:S={t|t≥0}.
样本空间的子集,称为随机事件,简称事件(event),一般用A,B等大写英文字母表示.

例如,在试验E2中,若A为“掷出奇数点”的事件,则A= 1,3,5  ;若B 为“掷出的点数小

于5”的事件,则B=1,2,3,4  ;若C为“掷出的点数是3的倍数”,则C=3,6  .
所谓事件A发生,是指在一次试验中,当且仅当A 中包含的一个样本点出现.例如,在

试验E2中,若一次试验时出现的点数是“1点”,则事件A和事件B发生,而事件C没有发生.
只含有一个样本点的随机事件,称为基本事件.例如,试验E4 有4个基本事件{0},

{1},{2},{3}.

概率论与数理统计
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在每次试验中一定发生的事件称为必然事件.样本空间S包含所有的样本点,每次试

验它必然发生,因而是一个必然事件.必然事件用S表示.
在每次试验中一定不发生的事件称为不可能事件,记为∅.它是样本空间的一个空

子集.

1.1.3 事件之间的关系和运算

事件是一个集合,因此事件之间的关系及其运算可用集合之间的关系及运算来处理.下
面来讨论事件之间的关系及其运算.

设S为试验E的样本空间,A,B,Ak(k=1,2,…)为随机事件.

1.
 

子事件

若事件A包含于事件B 中,则称事件A 是事件B 的一个子事件,记为A⊂B.A⊂B
时,可知事件A发生,则事件B必然发生.

对任意事件A,都有∅⊂A⊂S.

B A

A�B

图1 1

若A⊂B且B⊂A,则称事件A与事件B是相等的,记为A=B.
例如,在试验E2中,记A= 掷出奇数点  ,则A= 1,3,5  .记B=

掷出的点数小于6  ,则B=1,2,3,4,5  .显然,事件A发生时,事件B
必然发生.

图1 1直观地描绘了事件B包含事件A.

2.
 

和事件

事件A,B中至少有一个发生的事件,称为事件A 与事件B的和事

件,记为A∪B.事件A与事件B的和事件是由A与B的样本点合并而成的事件,即
A∪B=e|e∈A或e∈B  .

BA

S

A�B

图1 2

例如,在试验E2中,记A= 掷出奇数点  ,则A=1,3,5  ,B={掷
出的点数是3的倍数},则B={3,6},那么事件A 与事件B的和事件A
∪B={1,3,5,6}.

图1 2给出了和事件A∪B的直观表示.
同理,n个事件A1,A2,…,An 的和事件可记为A1∪A2∪…∪An

或∪
n

i=1
Ai.可列个事件A1,A2,…,An,…的和事件可记为A1∪A2∪…

∪An∪…或∪
∞

i=1
Ai.

3.
 

积事件

事件A,B同时发生的事件,称为事件A 与事件B 的积事件,记为A∩B,也可简写为

AB.事件A与事件B的积事件是由A与B的公共的样本点所构成的事件,即
AB=e|e∈A且e∈B  .

例如,在试验E2中,记A= 掷出奇数点  ,则A=1,3,5  .B= 掷出的点数是素数  ,

第1章 概率论的基本概念
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BA

S

A�B

图1 3

则B=2,3,5  ,于是积事件AB=3,5  .
积事件AB可以用图1 3来直观表示.
同理,n个事件A1,A2,…,An 的积事件可记为A1∩A2∩…∩An

或∩
n

i=1
Ai.可列个事件A1,A2,…,An,…的积事件可记为A1∩A2∩…

∩An∩…或∩
∞

i=1
Ai.

4.
 

差事件

BA

S

A�B

图1 4

事件A发生而事件B不发生的事件,称为事件A 与事件B的差事

件,记为A-B,事件A与事件B的差事件是由属于A而不属于B的样

本点所构成的事件.即
A-B=e|e∈A且e∉B  .

容易推出A-B=A-AB.
例如,在试验E2 中,记A= 掷出奇数点  ,则A= 1,3,5  .B=

掷出的点数是素数  ,则B=2,3,5  ,于是差事件A-B=1  .
差事件A-B可以用图1 4来直观表示.

5.
 

互不相容(互斥)事件

在一次试验中,若事件A和事件B不能同时发生,则称事件A与事

件B是互不相容的,或称事件A与事件B是互斥的,即
A∩B=∅.

B

A
S

A�B�

图1 5

特别的,基本事件是两两互不相容的.
例如,在试验E2中,令A= 掷出的点数至多为3  ,B={掷出的点

数大于4},由于A={1,2,3},而B=5,6  ,在组成事件A,B的那些试

验结果中并无公共(交叉)部分,故AB=∅,亦即事件A,B不会同时发

生,所以A,B是互不相容的.
图1 5直观地表示了两事件互不相容的含义.

6.
 

对立事件

A A

S

A�A�S�A�A�

图1 6

若A∩B=∅且A∪B=S,则称事件A与事件B互为对立事件,或
称事件A 与事件B 互为逆事件.事件A 与事件B 互为对立事件,是指

事件A 与事件B 不能同时发生又不能同时不发生,即每次试验中事件

A与事件B有且仅有一个发生.A的对立事件记为A.
显然

A=S-A,A∪A=S,A∩A=∅.
例如,在试验E2 中,记A= 掷出奇数点  ,则A= 1,3,5  ,B=

掷出偶数点  ,则B= 2,4,6  ,A∩B=∅,A∪B= 1,2,3,4,5,6  =
S,所以A,B互为对立事件,于是B=A,A=B.

概率论与数理统计
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图1 6直观地表示了两事件对立的含义.
                                                                  对立事件必为互不相容事件,反之,互不相容的两个事件未必是对立事件.

1.1.4 事件的运算律

设A,B,C,Ak(k=1,2,…)为事件,则有:
交换律

 

 A∪B=B∪A,A∩B=B∩A.
结合律

 

 (A∪B)∪C=A∪(B∪C),(A∩B)∩C=A∩(B∩C).
分配律

 

 (A∪B)∩C=(A∩C)∪(B∩C),(A∩B)∪C=(A∪C)∩(B∪C).
德摩根(De

 

Morgan)律
 

A∩B=A∪B,A∪B=A∩B.
一般地说,对有限个事件及可列个事件也有

∪
n

k=1
Ak=∩

n

k=1
Ak,∪

∞

k=1
Ak=∩

∞

k=1
Ak,∩

n

k=1
Ak=∪

n

k=1
Ak,∩

∞

k=1
Ak=∪

∞

k=1
Ak.

【例1.2】 设A,B,C为三个事件,试用A,B,C表示下列事件:
(1)

 

A发生而B与C都不发生;
(2)

 

A与B都发生而C不发生;
(3)

 

A,B,C都发生;
(4)

 

A,B,C恰有一个发生;
(5)

 

A,B,C至少有一个发生;
(6)

 

A,B,C中不多于两个发生;
(7)

 

A,B至少有一个发生而C不发生;
(8)

 

A,B,C恰有两个发生;
解 (1)

 

ABC或A-B-C;
(2)

 

ABC或AB-C;
(3)

  

ABC;
(4)

 

ABC∪ABC∪ABC;

(5)
 

A∪B∪C或ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC或ABC;
(6)

 

ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC∪ABC或ABC;
(7)

 

(A∪B)C或ABC∪ABC∪ABC;
(8)

 

ABC∪ABC∪ABC.
【例1.3】 设A= 甲产品合格  ,B= 乙产品合格  ,试说明A∪B,A∪B 表示的

事件.
解 A∪B= 甲产品合格或乙产品不合格  ;
A∪B=A∩B= 甲产品和乙产品都不合格  .

练习1.1 封面扫码查看参考答案

  1.
 

写出下列随机试验的样本空间S:

第1章 概率论的基本概念
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(1)
 

同时掷两枚骰子,记录两枚骰子点数之和;
(2)

 

某地铁站每隔5分钟有一列车通过,乘客对于列车通过该站的时间完全不知道,观
察乘客候车的时间;

(3)
 

将一尺之棰折成三段,观察各段的长度;
(4)

 

连续抛一枚硬币,直至出现正面为止,观察抛硬币的次数.
2.

 

若要击落飞机,必须同时击毁2个发动机或击毁驾驶舱.记:
 

A1={击毁第1个发动

机},A2={击毁第2个发动机},B={击毁驾驶舱}.试用A1,A2 和B 表示事件{飞机

被击落}.
3.

 

设A,B,C表示三个随机事件,试将下列事件用A,B,C表示出来.
(1)

 

三个事件都不出现;
(2)

 

不多于一个事件出现;
(3)

 

三个事件至少有两个出现;
(4)

 

A,C至少一个出现,B不出现.
4.

 

袋中有10个球,分别编有号码1~10.从中任取1球,设A={取得球的号码是偶

数},B={取得球的号码是奇数},C={取得球的号码小于5},则下述运算表示什么事件:
(1)

 

A∪B;  (2)
 

AB;  (3)
 

AC; (4)
 

AC; (5)
 

B∪C.
5.

 

一批产品中有合格品和废品,从中有放回地抽取三次,每次取一件,设Ai=
第i次抽到废品  ,i=1,2,3,试用Ai 表示下列事件:
(1)

 

第一次、第二次中至少有一次抽到废品;
(2)

 

只有第一次抽到废品;
(3)

 

三次都抽到废品;
(4)

 

至少有一次抽到合格品;
(5)

 

只有两次抽到废品.

§1.2 频率与概率

对于随机现象,仅仅考虑它的所有可能结果是没有什么意义的.我们还要关心各种可能

结果在一次试验中出现的可能性究竟有多大,从而可以在数量上研究随机现象.
随机现象具有偶然性的一面,在一次试验中的随机事件可能发生,也可能不发生.但是

经过长时间的实践与探索,人们发现,在多次重复试验中,某个事件的发生却呈现出明显的

规律性.这种规律性为我们用数来表示事件发生的可能性提供了客观的依据,为此我们从事

件发生的频率谈起.

1.2.1 频率

设有随机试验E,在相同的条件下,试验重复进行n次,在这n次试验中事件A发生的

次数nA 称为事件A 发生的频数,比值nA/n称为事件A 发生的频率(frequency),记作

fn(A),即fn(A)=nA/n.
易知频率具有以下性质:

概率论与数理统计
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1°
 

非负性.fn(A)≥0;
2°

 

规范性.fn(S)=1;
3°

 

有限可加性.若事件A1,A2,…,Ak 两两互不相容,则
fn(A1∪A2∪…∪Ak)=fn(A1)+fn(A2)+…+fn(Ak).

事件A发生的频率fn(A)反映了事件A发生的频繁程度,fn(A)越大,事件A发生就

越频繁,这就意味着A 在一次试验中发生的可能性也越大.这种观点引导我们思考这样一

个问题:是否可以用频率来表示事件A在一次试验中发生的可能性大小?
先看一个例子.
【例1.4】 抛掷一枚均匀对称的硬币,事件A= 正面朝上  ,记录A 发生的频数及频

率,得到数据见表1 1.

表1 1

试验序号
n=5 n=50 n=500

nA fn(A) nA fn(A) nA fn(A)

1 2 0.4 22 0.44 251 0.502

2 3 0.6 25 0.50 249 0.498

3 1 0.2 21 0.42 256 0.512

4 5 1.0 25 0.50 253 0.506

5 1 0.2 24 0.48 251 0.502

6 2 0.4 21 0.42 246 0.492

7 4 0.8 18 0.36 244 0.488

8 2 0.4 24 0.48 258 0.516

9 3 0.6 27 0.54 262 0.524

10 3 0.6 31 0.62 247 0.494

  从表1 1可以看出,当试验次数较少时,出现正面朝上的频率波动比较大,但是当试验

次数增多时,正面朝上发生的频率明显在0.5左右波动.
历史上,也有一些统计学者做过类似的试验,根据资料记载,所得数据见表1 2.

表1 2

实
 

验
 

者 n nA fn(A)

德·摩根 2048 1061 0.5181

蒲  丰 4040 2048 0.5069

K.皮尔逊 12000 6019 0.5016

K.皮尔逊 24000 12012 0.5005

  从表1 2可以看出,当次数增加时,频率fn(A)总是在0.5左右摆动,并且呈现出稳定

于0.5的趋势.频率的这种稳定性就是平常所说的统计规律性,它揭示了随机现象内在的必

第1章 概率论的基本概念
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然规律性,因此用频率的稳定值来刻画事件A发生的可能性的大小是合适的.
 

1.2.2 概率

定义1.1(概率的统计定义) 设有随机试验E,若当试验重复次数n充分大时,事件A
发生的频率fn(A)稳定地在某一数值p附近摆动,则称数p为事件A 发生的概率

 

(proba-
bility).

概率的统计观点主要是由奥地利数学家冯·米泽思(R.von
 

Mises)和英国数学家费希

尔(R.A.Fisher)发展的.样本空间的概念主要是由冯·米泽思引进的.这个概念使得有可

能把概率的严格数学理论建立在测度论之上.20世纪20年代,在许多学者的影响之下,概
率论的测度论方法逐渐形成.现代概率的数学公理化处理,是由“苏联”数学家科尔莫戈罗夫

(A.N.Kolmogorov)在1933年提出的.
在实际问题中,我们不可能对每个事件都做大量的试验,然后求得事件的频率,用以表

征事件发生的可能性大小.为了进一步研究的需要,统计学家结合了频率的稳定性和相关性

以及测度论的相关知识,给出了数学角度的概率定义,也称为概率的公理化定义.
定义1.2(概率的公理化定义) 设E是随机试验,S为其样本空间,对E 的每一事件

A赋予一个实数,记作P(A),称为事件A 的概率(probability),如果集合函数P(·)满足

下列条件:
1°

 

非负性.对于每个事件A,有P(A)≥0;
2°

 

规范性.对于必然事件S,有P(S)=1;
3°

 

可列可加性.设A1,A2,…是两两互不相容的事件,即对于AiAj=∅,i≠j,i,j=1,
2,…,有

P(A1∪A2∪…)=P(A1)+P(A2)+… (1 1)
由概率定义,可推导出一些重要性质.
1°

 

P(∅)=0.

证明 令An=∅,n=1,2,…,则∪
∞

n=1
An=∅,且AiAj=∅,i≠j,i,j=1,2,….由(1

1)式的可列可加性,得

P(∅)=P(∪
∞

n=1
An)=∑

∞

n=1
P(An)=∑

∞

n=1
P(∅).

由概率的非负性知,P(∅)≥0,故由上式知P(∅)=0.
2°

 

(有限可加性)若A1,A2,…,An 是两两互不相容的事件,则有

P(A1∪A2∪…∪An)=P(A1)+P(A2)+…+P(An). (1 2)
证明 令Ai=∅,i=n+1,n+2,…,即有AiAj=∅,i≠j,i,j=1,2,….由(1 1)

式得

P(A1∪A2∪…∪An)=P ∪
∞

i=1
Ai  =∑

∞

i=1
P(Ai)=∑

n

i=1
P(Ai)+0

=P(A1)+P(A2)+…+P(An).
3°

 

设A,B是两个事件,若A⊂B,则有

P(B-A)=P(B)-P(A), (1 3)

概率论与数理统计
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P(B)≥P(A). (1 4)
证明 由A⊂B,知B=A∪(B-A),A∩(B-A)=∅,再由(1 2)式的有限可加

性,得
P(B)=P(A)+P(B-A),

故

P(B-A)=P(B)-P(A).
又由概率的非负性知,P(B-A)=P(B)-P(A)≥0,故(1 4)式成立.

                                                                                一般地说,对于事件A,B,总有AB⊂B,故P(B-A)=P(B-AB)=P(B)-P(AB).

4°
 

对于任意事件A,有P(A)≤1.
证明 因为A⊂S,由(1 4)式得

P(A)≤P(S)=1.
5°

 

(逆事件的概率)对于任一事件A,有
P(A)=1-P(A).

证明 因A∪A=S,且A∩A=∅,由性质(1 2)式有限可加性,得
1=P(S)=P(A∪A)=P(A)+P(A),

即有
 

P(A)=1-P(A).
6°

 

(加法公式)
 

对于任意两个事件A,B,有
P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB). (1 5)

证明 因A∪B=A∪(B-AB),且A∩(B-AB)=∅,AB⊂B,由(1 2)式和(1 3)
式得

P(A∪B)=P(A)+P(B-AB)=P(A)+P(B)-P(AB).
推广 (1)

 

对于任意三个事件A,B,C,有
P(A∪B∪C)=P(A)+P(B)+P(C)-P(AB)-P(BC)-P(AC)+P(ABC).

(1 6)
(2)

 

对于任意n个事件A1,A2,…,An,有

P(A1∪A2∪…∪An)=∑
n

i=1
P(Ai)- ∑

1≤i<j≤n
P(AiAj)+

∑
1≤i<j<k≤n

P(AiAjAk)+…+(-1)n-1P(A1A2…An). (1 7)

【例1.5】 设随机事件A,B及其和事件A∪B发生的概率分别是0.4,0.3,0.6,B表

示B的对立事件,求P(AB).
解 由P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB),得

P(AB)=P(A)+P(B)-P(A∪B)=0.4+0.3-0.6=0.1,
所以

P(AB)=P(A)-P(AB)=0.4-0.1=0.3.

【例1.6】 设P(A)=13
,P(B)=12.

在下列三种情况下求P(B-A)的值:

第1章 概率论的基本概念
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(1)
 

AB=∅;
 

(2)
 

A⊂B;
 

(3)
 

P(AB)=18.

解
 

 (1)
 

AB=∅,于是P(AB)=0,则

P(B-A)=P(B)-P(AB)=12-0=
1
2
;

(2)
 

A⊂B,则

P(B-A)=P(B)-P(A)=12-
1
3=

1
6
;

(3)
 

P(AB)=18
,则

P(B-A)=P(B)-P(AB)=12-
1
8=

3
8.

练习1.2 封面扫码查看参考答案

  1.
 

已知P A∪B  =0.6,P B  =0.3,则P AB  =      .
2.

 

设A,B为随机事件,P(A)=0.7,P(A-B)=0.3,则P(AB)=      .

3.
 

已知P A  =P B  =P C  =14
,P AB  =0,P AC  =P BC  =112

,则事件A,

B,C都不发生的概率为      .
4.

 

已知A⊂B,P A  =0.2,P B  =0.3,求:
(1)

 

P A  ,P B  ;(2)
 

P A∪B  ;(3)
 

P AB  ;(4)
 

P A-B  .
5.

 

某一企业与甲、乙两公司签订某物资长期供货关系的合同,由以前的统计得知,甲公

司能按时供货的概率为0.9,乙公司能按时供货的概率为0.75,两公司都能按时供货的概率

为0.7,求至少有一公司能按时供货的概率.
6.

 

某城市中发行两种报纸A,B.经调查,在这两种报纸的订户中,订阅A报的有45%,
订阅B报的有35%,同时订阅A,B报纸的有10%.现随机抽取一个订户,求:

(1)
 

只订A报的概率;
(2)

 

只订1种报纸的概率.
7.

 

设A,B是两事件且P(A)=0.6,P(B)=0.7.问:
(1)

 

在什么条件下P(AB)有最大值,最大值是多少?
(2)

 

在什么条件下P(AB)有最小值,最小值是多少?

§1.3 古典概型与几何概型

概率论的基本课题之一就是寻求随机事件的概率.本节主要介绍在概率论发展早期受

到关注的两类试验模型:古典概型和几何概型.

1.3.1 古典概型

设S为随机试验E的样本空间,若随机试验E具有如下特征:

概率论与数理统计
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(1)
 

试验的样本空间只包含有限个样本点:S=e1,e2,…,en  ;
(2)

 

试验中的每个基本事件发生的可能性相同:P e1    =P e2    =…=P en    .
则称此试验模型为等可能概型.它在概率论发展初期曾是主要的研究对象,所以也称为古典

概型(classical
 

probability
 

model).古典概型在概率论中占有相当重要的地位,一方面,由于

它简单,对它的讨论有助于直观理解概率论的许多基本概念,因此常从讨论古典概型开始引

入新的概念;另一方面,古典概型概率的计算在产品质量抽样检查等实际问题以及理论物理

的研究中都有重要应用.
下面来讨论古典概型中事件概率的计算公式.
设试验的样本空间为S=e1,e2,…,en  .由于在试验中每个基本事件发生的可能性相

同,则
P e1    =P e2    =…=P en    .

又由于基本事件是两两互不相容的,于是

1=PS  =P e1  ∪e2  ∪…∪en    
=P e1    +P e2    +…+P en    =nP ei    ,

因此

P ei    =1n
,i=1,2,…,n.

若事件A包含k个基本事件,即A=ei1  ∪ei2  ∪…∪eik  ,这里i1,i2,…,ik 是1,
2,…,n中某k个不同的数,则有

P A  =∑
k

j=1
P eij    =kn =

A包含的基本事件数
S中基本事件的总数. (1 8)

(1 8)式就是古典概型中事件A的概率的计算公式.
【例1.7】 将一枚均匀的硬币抛掷两次,试求至少出现一次正面的概率.
解 这是一个比较简单的古典概型,可直接写出样本空间和事件中的元素.设

A= 至少出现一次正面  ,样本空间S= 正正,正反,反正,反反  ,于是

A= 正正,正反,反正  .
故由(1 8)式知

P A  =34.
                                          

 
 
 
 
                                          

 
 
 
 
 
   对于比较简单的试验,可以直接写出样本空间S和事件A,然后数出各自所含样本点

的个数即可.
对于较复杂的试验,一般不再将S中的元素一一列出,而只需利用排列、组合及乘法

原理、加法原理的知识分别求出S中与A中包含的基本事件的个数,再由(1 8)式即可求

出A的概率.
【例1.8】 设有5件产品,其中3件是正品,2件是次品.今从中抽取两次,每次1件,取

出后不再放回.试求:
(1)

 

两件都是正品的概率;
(2)

 

一件是正品一件是次品的概率;

第1章 概率论的基本概念
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(3)
 

至少有一件是正品的概率.
解 设A= 两件都是正品  ,B= 一件是正品,一件是次品  ,C={至少有一件是正

品},则:
基本事件总数n=P25=5×4=20;
而A所包含的基本事件数

 

kA=P23=3×2=6;

B所包含的基本事件数
 

kB=P13P12+P12P13=3×2+2×3=12;

C所包含的基本事件数
 

kC=P13P12+P12P13+P23=12+6=18.
故由(1 8)式得:

(1)
 

P A  =
kA
n=

3
10
;

(2)
 

P B  =
kB
n=

3
5
;

(3)
 

PC  =
kC
n=

9
10.

注:(1)
 

在 例1.8(3)中,若 利 用 P(C)来 求 P(C)则 更 为 简 单.因 为 C=
两件产品均为次品  ,所以

PC  =1-PC  =1-
P22
20=1-

2
20=

9
10.

(2)
 

本例也可另外设计样本空间.若对于取出的两件产品不考虑其先后次序,则有

n=C25=
5×4
2! =10

,kA=C23=3,kB=C13C12=6,kC=C
2
2=1,

于是

P A  =
kA
n=

3
10
,P B  =

kB
n=

3
5
,PC  =1-PC  =1-110=

9
10.

应特别注意的是,为了便于问题的解决,样本空间可以作不同的设计,但必须满足等可

能的要求.
                              

 
 
 
 
 
 
                              

 
 
 
 
 
 
 
 由上两例总结出古典概型中事件概率计算的一般步骤:

第一步:用字母A表示所要求概率的事件;
第二步:恰当选取样本空间S,并计算S中所含样本点的总数n;
第三步:计算要求概率的事件A中包含样本点的个数k;

第四步:由古典概型计算公式(1 8)得到P A  =kn.

1.3.2 古典概型的经典问题

下面介绍古典概型中比较经典的几个问题,以此建立数学模型,我们可以用来解决很多

相类似的概率问题.
【例1.9】(分球入盒问题) 将n只球随机地放入Nn≤N  个盒子中,试求每个盒子中

至多有一只球的概率(设盒子的容量不限).

概率论与数理统计
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解 将n只球放入N 个盒子中去,每一种放法是一个基本事件.易知,这是古典概型

问题.
第一步:设A= 每个盒子中至多有一只球  ;
第二步:因每一只球都可以放入N 个盒子中的任一个盒子,故共有N×N×…×N=

Nn 种不同的放法;
第三步:每一个盒子中至多一只球共有N N-1  … N-n-1    种不同放法.
第四步:因而所求的概率为

p=
N N-1  … N-n-1    

Nn =
PnN
Nn.

有许多问题和本例具有相同的数学模型.例如,假设每人的生日在一年365天中的任一

天是等可能的,即都等于 1
365
,那么随机选取nn≤365  个人,他们的生日各不相同的概

率为

365×364×…×365-n+1  
365n .

因而,n个人中至少有两人生日相同的概率为

p=1-
365×364×…×365-n+1  

365n .

经计算可得表1 3结果.

表1 3

n 20 23
 

30 40 50
 

64
 

100

p
 

0.411 0.507
 

0.706 0.891
 

0.970
 

0.997
 

0.9999997

  从表1 3可以看出,在仅有64人的班级里,“至少有两人生日相同”这一事件的概率与

1相差无几,因此,如做调查的话,几乎总是会出现的.
【例1.10】(抽签问题) 

 

袋中有a支白签、b支红签,依次将签一支支抽出,取出后不放

回.求:第k次抽到白签的概率(1≤k≤a+b).
解 解法一

第一步:设A= 第k次抽到白签  ;
第二步:把a支白签、b支红签都看作是不同的(例如设想把它们编号),若把抽出的签

依次放在排列成一直线的(a+b)个位置上,则可能的排列法相当于把(a+b)个元素进行全

排列,总数为a+b  !,这就是样本点的全体;
第三步:因为第k次抽出白签有a种取法,而(a+b-1)次抽签相当于把(a+b-1)支

签进行全排列,有a+b-1  ! 种构成法,故kA=a×a+b-1  !;
第四步:所求概率为

P A  =a×a+b-1
  !
a+b  ! = aa+b.

解法二

第1章 概率论的基本概念
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第一步:设A= 第k次抽到白签  ;
第二步:把a支白签、b支红签都看作是没有区别的.仍把抽出的签依次放在排列成一

条直线的(a+b)个位置上,因若把a支白签的位置固定下来,则其他位置必然是放红签,而
白签的位置可以有Caa+b 种做法,这样把样本空间缩小;

第三步:这时kA=Ca-1a+b-1,这是因为第k次抽出白签,这个位置必须放白签,剩下的白

签可以在(a+b-1)个位置上任取(a-1)个位置,因此共有Ca-1a+b-1种放法;
第四步:所以所求的概率

P A  =
Ca-1a+b-1

Caa+b
= aa+b.

注意考察两种解法的不同,就会发现主要在于选取样本空间不同.前一种解法中把签看

作是“有个性的”,而在后一种解法中,则对同色签不加区别,因此在第一种解法中要顾及各

白签及红签间的顺序而用排列,第二种解法则不注意顺序而用组合,但最后得出了相同的

答案.
本题还可用选排列的方法求解.
解法三 设想签是编号的.
第一步:设A= 第k次抽到白签  ;
第二步:一支支抽取直至第k次抽出白签为止,则基本事件总数是从(a+b)支编号的

签中选出k支签进行排列的个数,即n=Pka+b;
第三步:A的发生相当于从a支白签中选出一支放在第k个位置上,从(a+b-1)支签

中任选(k-1)支签放在前面(k-1)个位置上,于是由乘法原理,得kA=P1aPk-1a+b-1;
第四步:

P A  =
P1aPk-1a+b-1

Pka+b
= aa+b-1  a+b-2  …a+b-k+1  
a+b  a+b-1  a+b-2  …a+b-k+1  

= aa+b.

这个结果与k无关! 细想一下,就会发觉这个结果与我们平常的生活经验是一致的.
例如,在体育比赛中进行抽签,对各队机会均等,与抽签的先后次序无关,也就是说对参与者

来说都是公平的.
【例1.11】(数整除问题) 在1~2000数据中随机抽取1个整数,问取到的整数不能被

6和8整除的概率是多少?
解 设A= 取到的整数能被6整除  ,B= 取到的整数能被8整除  ,C={取到的整

数不能被6和8整除}.因为333<20006 <334,20008 =250,6与8的最小公倍数24,83<

2000
24 <84

,故

P A  =3332000
,P B  =2502000

,P AB  = 832000
,

PC  =P AB  =P A∪B  =1-P A∪B  

概率论与数理统计
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=1- P A  +P B  -P AB    =
3
4.

【例1.12】(超几何概型) 如果某批产品中有a件正品、b件次品.从中用放回和不放

回两种抽样方式抽取n件产品,问其中恰有kk≤n  件次品的概率是多少?
解

 

 (1)
 

放回抽样

第一步:设A= 其中恰有k件次品  ;
第二步:从(a+b)件产品中有放回地抽取n件产品,所有可能的取法有a+b  n 种;
第三步:取出的n件产品中有k件次品,它们可以出现在不同的位置上.所有可能的取

法有Ckn 种.对于取定的一种位置,由于取正品有a种可能,取次品有b种可能,即有an-kbk

种可能,于是取出的n件产品中恰有k件次品的可能取法共有Cknan-kbk 种;
第四步:所求概率为

p1=
Cknan-kbk

a+b  n=C
k
n
a
a+b  n-k b

a+b  k.
(2)

 

不放回抽样

第一步:设A= 其中恰有k件次品  ;
第二步:从(a+b)件产品中抽取n件(不计次序)的所有可能的取法有Cna+b 种;
第三步:在a件正品中取(n-k)件的所有可能的取法有Cn-ka 种,在b件次品中取k件

的所有可能的取法有Ckb 种;
第四步:所求概率为

p2=
Cn-ka Ckb
Cna+b

.

这个公式称为超几何分布的概率公式.

1.3.3 几何概型

古典概型假定试验结果是有限个,这限制了它的适用范围.一个直接的推广是保留等可

能性,而允许试验结果可为无限个,这种试验模型称为几何概型.
定义1.3 设样本空间是一个有限区域S.若样本点落在S内的任何区域G中的事件

A的概率与区域G的测度(长度、面积或体积等)成正比,则区域S内任意一点落在区域G
内的概率为区域G的测度与区域S的测度的比值,即

P A  =G
的测度

S的测度.

这一类概率通常称为几何概率.
因为几何概率的定义及计算与几何图形的测度密切相关,所以,我们所考虑的事件应是

某种可定义测度的集合,且这类集合的并、交也是事件.
常见的几何概率有以下三种情况.
(1)

 

设线段l是线段L的一部分.向线段L上任投一点,若点落在线段l上的概率与线

段l的长度成正比,而与线段l在线段L上的相对位置无关,则点落在线段l上的概率为

p=
l的长度
L的长度.

第1章 概率论的基本概念
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(2)
 

设平面区域g是平面区域G的一部分.向区域G上任投一点,若点落在区域g上

的概率与区域g的面积成正比,而与区域g在区域G上的相对位置无关,则点落在区域g
上的概率为

p=g
的面积

G的面积.

(3)
 

设空间区域v是空间区域V的一部分,向区域V 上任投一点.若点落在区域v上

的概率与区域v的体积成正比,而与区域v在区域V 上的相对位置无关,则点落在区域v
上的概率为

p=
v的体积
V的体积.

【例1.13】 随机地向区间 0,5  内掷一点,求点落在区间 1,3  的概率.
解 “随机地”即表示试验结果的等可能性,点落在区间 0,5  内任何区间的概率与该

区间的长度成正比,又因试验结果为无限个,于是问题归结为线段上的一个几何概型.
样本空间L是区间 0,5  ,长度为5,而l是区间 1,3  ,长度为2,由几何概率计算公

式有

p=
l的长度
L的长度=

2
5.

【例1.14】 从区间0,1  内任取两个数,求这两个数的积小于1
4

的概率.

解 设从区间0,1  内任取两个数为x与y,则x与y的变化范围为

G= x,y  |0<x<1,0<y<1  .

如图1 7所示,样本空间G是边长为1的正方形,两个数的积小于1
4

的充要条件为

xy<
1
4
,0<x<1,0<y<1.

也就是说,当样本点x,y  落在由双曲线xy=
1
4

及四条直线x=0,x=1,y=0,y=1

所围成的区域g内时(见图1 7),两个数的积小于1
4
,于是所求的概率

O x

G

g

y
1

1

图1 7
       

G

O x

y

15

6015

g

y�x�15

y�x�15

图1 8

概率论与数理统计
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p=g
的面积

G的面积=

1
4×1+∫

1

1
4

1
4xdx

1 =14+
1
2ln

 

2.

几何概型讨论的是无限样本空间中的概率问题,其在现实中应用十分广泛.
【例1.15】

 

(约会问题) 一位男生和一位女生约定晚饭后18:00到19:00之间在教学

主楼后的左边第三棵柳树下见面.双方约定,先到者必须等候另一个人15
 

min,过时如另一

人仍未到达则离去,问两人见面的机会有多大?
解 设x与y分别表示男生和女生到达约会地点的时间(为计算方便,从18时开始计

时,以分钟为单位),建立平面直角坐标系如图1 8所示.所有可能到达时间的组合,即
x,y  的所有可能结果构成边长为60的正方形.另外,由题意知,两人能够会面的充要条件

是 x-y ≤15,可能会面的时间组合由图中的阴影部分所表示.假设两人到达约会地点的

时间在这1
 

h中是等可能的,则此约会问题便是一个几何概型问题.样本空间G(见图1 8)
为

G= x,y  |0≤x,y≤60  ,
两个人能见面的事件g为

g= x,y  |x,y  ∈G,x-y ≤15  ,
故两人能见面的概率

p=g
的面积

G的面积=
602-452

602 =716.

练习1.3 封面扫码查看参考答案

  1.
 

将一枚均匀的骰子掷两次,则两次出现的最小点数等于4的概率为     
 

.

2.
 

在区间(0,1)上随机地取一个数x,则事件“x到点5
8

距离小于1
8
”的概率为    .

3.
 

一个口袋装有10个外形相同的球,其中6个是白球,4个是红球,“无放回”地从袋中

取出3个球,求下述诸事件发生的概率.
(1)

 

A1= 没有红球  ;(2)
 

A2= 恰有两个红球  ;(3)
 

A3= 至少有两个红球  ;
(4)

 

A4= 至多有两个红球  ;(5)
 

A5= 至少有一个白球  ;(6)
 

A6= 颜色相同的球  .
4.

 

电话号码由6个数字组成,每个数字可以是0,1,2,…,9中的任一个数(但第1个数

字不能为0),求电话号码由完全不相同的数字组成的概率.
5.

 

一个寝室住4个人,假定每个人的生日在12个月中的某一个月是等可能的,求至少

有2个人的生日在同一个月的概率.
6.

 

在1~1000数据中随机取一整数,取到的整数能被4或6整除的概率是多少?
7.

 

从5双不同的鞋子中任取4只,问这4只鞋子中至少有两只配成一双的概率是

多少?

8.
 

在区间 0,1  中随机地取出两个数,求两者之和小于6
5

的概率.

9.
 

某码头只能容纳一只船停泊,现预知某日将独立到来两只船,且在24
 

h内各时刻到

第1章 概率论的基本概念
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来的可能性都相等,如果它们需要停靠的时间分别是3
 

h及4
 

h,试求一船要在江中等待的

概率.

§1.4 条
 

件
 

概
 

率

1.4.1 条件概率

在实际问题中,常常会遇到这样的问题:在已知事件A 发生的条件下探求事件B发生

的概率.例如,天气预报,经济预测等等,都是基于既有事件发生的条件下研究另一事件的概

率.这时,因为求B的概率是在已知A 发生的条件下,所以称为在事件A 发生的条件下事

件B发生的条件概率,记为P(B|A).
【引例】 掷一粒骰子,已知掷出了偶数点,求掷出的点数小于3的概率.
解 设A= 掷出的是偶数点  ,B= 掷出的点数小于3  ,则所求问题就是求概率

P B|A  .
显然试验的样本空间S={1,2,3,4,5,6},其样本点总数n=6.事件A={2,4,6}.在A

已经发生的条件下,试验的样本空间发生了变化,样本空间缩小为A,“掷出了偶数点且点

数小于3”这一事件为AB={2},记kA 为缩小后的样本空间A的样本点总数,kAB 表示AB
的样本点数,则由古典概型可知

P B|A  =13=
kAB
kA =

kAB
n
kA
n

=P AB
  
P A  .

由此引入条件概率的一般定义:
定义1.4

 

 设A,B是两个事件,且P(A)>0,称

P(B|A)=P
(AB)
P(A)

(1 9)

为在事件A发生的条件下事件B发生的条件概率(conditional
 

probability).
【例1.16】 

 

甲、乙两座城市都位于长江的下游,根据近100年的气象记录知道:甲、乙
两市一年中雨天占的比例分别是20%和18%,两市同时下雨占的比例是12%.问:

(1)
 

乙市为雨天时,甲市也为雨天的概率是多少?
(2)

 

甲市为雨天时,乙市也为雨天的概率是多少?
解 设事件A={甲市为雨天},B={乙市为雨天},则依题意得

P(A)=0.2,P(B)=0.18,P(AB)=0.12.
因此根据(1 9)式,可以得到:

(1)
 

P(A|B)=P
(AB)
P(B)=

0.12
0.18=0.67

;

(2)
  

P(B|A)=P
(AB)
P(A)=

0.12
0.20=0.6.

由于条件概率本身就是概率,因此具备概率定义中的三条基本性质:

概率论与数理统计
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1°
 

非负性:P(A|B)≥0;
2°

 

规范性:P(S|B)=1;
3°

 

可列可加性:若事件A1,A2,…,An,…是两两互不相容的,则有

P ∪
∞

i=1
Ai|B  =∑

∞

i=1
P(Ai B).

同时,概率的一般性质,条件概率也满足,例如:
(1)

 

P(A|B)=1-P(A|B);
(2)

 

P(A1∪A2|B)=P(A1|B)+P(A2|B)-P(A1A2|B).

1.4.2 乘法公式

由条件概率的定义容易推得概率的乘法公式(multiplication
 

formula):
(1)

 

若P A  >0,则
P AB  =P A  P B|A  . (1 10)

(2)
 

若P B  >0,则
P AB  =P B  P A|B  . (1 11)

乘法公式可以推广到n个事件的情形:若P A1A2…An  >0,则
P A1A2…An  =P A1  P A2|A1  P A3|A1A2  …P An|A1A2…An-1  .

(1 12)
利用公式(1 10)(1 11)(1 12)可以计算积事件的概率.

【例1.17】 100株玉米,已知病株率为10%,每次检查时从中任选一株,检查后做上标

记不再检查,求第三次才取得健康株的概率.
解 设Ai= 第i次取得健康株  ,i=1,2,3,依题意得

P(A1)=
10
100
,P(A2|A1)=

9
99
,P(A3|A2A1)=

90
98
,

因此,第三次才取到健康株的概率为

P(A1A2A3)=P(A1)P(A2|A1)P(A3|A2A1)=
10
100×

9
99×

90
98=0.0083.

【例1.18】 元青花(瓷器)以其造型独特,胎体厚重而享有盛誉,假设一件瓷器在过去

未被打破,在新的一年中被打破的概率是0.03.延祐元年时的瓷器保存到现在(约700年)
的概率为多少?

解 用Ai= 该瓷器第i年没有被打破  ,i=1,2,…,700,则至今没有被打破的概率是

p=P(A1A2…A700)    
=P(A1)P(A2 A1)…P(A700 A1A2…A699)

=(1-0.03)700=5.54×10-10.
这个概率是如此之小,可见一件瓷器保存至今是非常珍贵的。

【例1.19】 袋中有50个乒乓球,其中20个是黄球,30个是白球,今有两人依次随机地

从袋中各取一球,取出后不放回,求:
(1)

 

已知第一人取到黄球,第二人取到黄球的概率;

第1章 概率论的基本概念
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(2)
 

第二人取到黄球的概率.
解 设A1= 第一人取到黄球  ,A2= 第二人取到黄球  ,因此有:
(1)

 

第一人取到黄球后,袋中球总数为49个,其中黄球19个,这时第二人取到黄球的

概率为

P(A2 A1)=
19
49=0.388.

(2)
 

由于A2的发生是基于第一人取球情况来考虑的,而第一人取球所有的可能结果是

取到黄球和取到白球两种,故“第二个人取到黄球”分为“第一人取到黄球,第二人取到黄球”
和“第一人取到白球,第二人取到黄球”两种情况,所以有

P(A2)=P(A1A2)+P(A1A2)    
=P(A1)P(A2|A1)+P(A1)P(A2|A1)

=2050×
19
49+

30
50×

20
49=

2
5.

比较(1)和(2)的结果,显然,在第一人取球情形已知和未知两种条件下,第二人取到黄

球的概率是不相同的.

1.4.3 全概率公式

在例19(2)的计算中,为了计算的简便,我们把“第二人取到黄球的概率”这一事件分解

成“第一人取到黄球,第二人取到黄球”和“第一人取到白球,第二人取到黄球”两个简单事

件,然后再利用乘法公式求解.在概率论中,为了计算复杂事件的概率,经常把一个复杂事件

分解为若干个互不相容的简单事件的和,通过分别计算简单事件的概率,来求得复杂事件的

概率.对这种分解,给出如下的定义.
定义1.5

 

 设A1,A2,…,An 为样本空间S的一个事件组,满足:
(1)

 

A1,A2,…,An 两两互不相容;
(2)

 

A1∪A2∪…∪An=S.
A1 An

A3A2 A4

图1 9

则称A1,A2,…,An 为样本空间S的一个划分(division).
若A1,A2,…,An 是样本空间的一个划分,则每次试验中事件

A1,A2,…,An 中有且仅有一个发生,如图1 9所示.
全概率公式(complete

 

probability
 

formula):设A1,A2,…,An
为样本空间S的一个划分,且P(Ai)>0(i=1,2,…,n),则对S中

的任意一个事件B,都有

P(B)=P(A1)P(B A1)+P(A2)P(B A2)+…+P(An)P(B An).
 

(1 13)
证明 因为

B=BS=B A1∪A2∪…∪An  =BA1∪BA2∪…∪BAn.
由假设可知(BAi)(BAj)=∅,i≠j,得到

P(B)=P(BA1)+P(BA2)+…+P(BAn)     
=P(A1)P(B A1)+P(A2)P(B A2)+…+P(An)P(B An).

当n=2时,全概率公式一般表示为如下形式:

概率论与数理统计
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P(B)=P(BA)+P(BA)=P(A)P(B A)+P(A)P(B A). (1 14)
【例1.20】 某保险公司认为,人可以分为两类,一类是容易出事故,另一类则比较谨

慎,他们的统计结果表明,一个易出事故的人在一年内出一次事故的概率是0.4,而对于比

较谨慎的人来说这个概率是0.2.若第一类人占30%,那么一个新保险客户在他购买保险后

一年内将出现一次事故的概率是多少?
解 令B= 保险客户在一年内出一次事故  ,A= 容易出事故的客户  ,A={比较谨

慎的客户},由已知条件可知

P A  =0.3,P A  =0.7,P B|A  =0.4,P B|A  =0.2,
于是由(1 14)式得

P B  =P A  P B|A  +P A  P B|A  =0.3×0.4+0.7×0.2=0.26.
【例1.21】 设某一仓库有一批产品,已知其中50%,30%,20%依次是甲、乙、丙厂生产

的,且甲、乙、丙厂生产的次品率分别为1
10
,1
15
,1
20
,现从这批产品中任取一件,求取得正品的

概率是多少?
解 设A1= 取得的产品由甲厂生产  ,A2= 取得的产品由乙厂生产  ,A3={取得的

产品由丙厂生产},B={取得的产品是正品},由已知条件得
 

P(A1)=
5
10
,P(A2)=

3
10
,P(A3)=

2
10
,P(B|A1)=

9
10
,P(B|A2)=

14
15
,P(B|A3)

=1920
,

由(1 13)式得

P(B)=P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)+P(A3)P(B|A3)

=510×
9
10+

3
10×

14
15+

2
10×

19
20=0.92.

思考:在例21中,假设已知取得的是一个正品,那么它出自甲厂的概率是多少呢? 这个

问题,我们可以在下面予以解决.

1.4.4 贝叶斯公式

设B是样本空间S的一个事件,A1,A2,…,An 为样本空间S的一个划分,且P(Ak)>
0,k=1,2,…,n,P(B)>0,则

P(Ak|B)=
P(AkB)
P(B)=

P(Ak)P(B|Ak)
P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)+…+P(An)P(B|An).

(1 15)
这个公式称为贝叶斯公式(Bayesian

 

formula),也称为后验公式.这一公式是英国数学家托

马斯·贝叶斯(Thomas
 

Bayes)的成果.
【例1.21】续 假设已知取得的是一个正品,那么它出自甲厂的概率是多少呢?
解 已知取得的是一个正品,那么它出自甲厂的概率为P A1|B  ,由(1 15)式得:

P(A1|B)=
P(A1)P(B|A1)

P(A1)P(B|A1)+P(A2)P(B|A2)+P(A3)P(B|A3)

第1章 概率论的基本概念
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=

5
10×

9
10

5
10×

9
10+

3
10×

14
15+

2
10×

19
20

≈0.49.

【例1.22】 A,B,C三位厨师烤某一种饼,烤坏的概率依次为4%,2%,5%.若在他们

工作的餐馆,所烤的这种饼中,厨师A占45%,B占35%,C占20%.
(1)

 

求任取一块饼,烤坏的概率;
(2)

 

现取出的饼烤坏了,求它由厨师A烤出的概率.
解 (1)

 

设E= 饼烤坏了  ,D1= 饼是厨师A烤的  ,
 

D2= 饼是厨师B烤的  ,
  

D3= 饼是厨师C烤的  ,则
P(D1)=45%,P(D2)=35%,P(D3)=20%,

P(E|D1)=4%,P(E|D2)=2%,P(E|D3)=5%.
(1)

 

由全概率公式得:
P(E)=P(D1)P(E|D1)+P(D2)P(E|D2)+P(D3)P(E|D3)

=45%×4%+35%×2%+20%×5%=0.035.
(2)

 

由贝叶斯公式知:

P(D1|E)=
P(D1)P(E|D1)

P(D1)P(E|D1)+P(D2)P(E|D2)+P(D3)P(E|D3)

=45%×4%0.035 ≈0.514.

全概率公式和贝叶斯公式是概率论中的两个重要公式,有着广泛的应用.若把事件Ai
理解为“原因”,而把事件B理解为“结果”,则P(B|Ai)是原因Ai 引起结果B出现的可能

性,P(Ai)是各种原因出现的可能性.全概率公式表明综合引起结果的各种原因,导致结果

出现的可能性的大小;而Bayes公式则反映了当结果出现时,它是由原因Ai 引起的可能性

的大小,故常用于可靠性问题,如可靠性寿命检验、可靠性维护、可靠性设计等.

练习1.4 封面扫码查看参考答案

  1.
 

已知P(A)=14
,P(B|A)=13

,P(A|B)=12
,则P(A∪B)= (  )

                              A.
 3
4 B.

  1
2 C.

  1
3 D.

  3
5

2.
 

某仓库有同样规格的产品6箱,甲、乙、丙3个厂各生产3箱、2箱和1箱.甲、乙、丙3

个厂的次品率分别为1
10
,1
15
,1
20.

任取1件,取得的是次品的概率是 (  )

A.
 1
10 B.

  1
15 C.

  1
20  D.

 29
360

3.
 

某人有一笔资金,他投入基金的概率为0.58,购买股票的概率为0.28,两项投资都

做的概率为0.19.

概率论与数理统计



 23   

(1)
 

已知他已投入基金,再购买股票的概率是多少?
(2)

 

已知他已购买股票,再投入基金的概率是多少?
4.

 

已知P(A)=0.5,P(B)=0.6,P(B|A)=0.8,求P AB  ,P AB  .
5.

 

已知P(A)=0.3,P(B)=0.4,P(AB)=0.5,求P(B|A∪B).
6.

 

据以往资料表明,某一3口之家,患某种传染病的概率有以下规律:
P 孩子得病  =0.6,P 母亲得病|孩子得病  =0.5,P 父亲得病|母亲及孩子得病  =

0.4.
求母亲及孩子得病但父亲未得病的概率.
7.

 

为了防止意外,在矿井内同时设有甲、乙两种报警系统,每种系统单独使用时,甲系

统的有效概率为0.92,乙系统为0.93,在甲系统失灵的情况下,乙系统仍有有效概率为

0.85.求:
(1)

 

发生意外时,这两个报警系统至少有一个有效的概率;
(2)

 

在乙系统失灵的条件下,甲系统仍有有效的概率.
8.

 

某学生为找一份新工作希望她的导师提供一份推荐信.她估计如果有一份好的推荐

信就有80%的机会得到新工作,一般的推荐信有40%的机会得到新工作,差的推荐信有

10%的机会得到新工作.她又估计得到推荐信是好的、一般的、差的概率分别是0.7,0.2,
0.1.问:

(1)
 

她有多大可能得到新工作?
(2)

 

已知她得到新工作,收到好的推荐信有多大可能?
(3)

 

已知她没有得到新工作,她收到差的推荐信的可能有多大?

§1.5 事件的独立性

1.5.1 事件的独立性

设A,B是两个事件,根据上节例子可以看出,一般来说P(A|B)≠P(A)
 

,这表明事

件B的发生提供了一些信息影响了事件A 发生的概率.但是在有些实际问题中P(A)与
P(A|B)是相等的,这种情况表明事件A发生的概率不受“事件B已发生”这个附加条件影

响,也称事件A与B是相互独立的.
【引例】 假设试验E为“掷两次硬币,观测正反面情况”,事件A= 第一次出现正面  ,

B= 第二次出现正面  .E的样本空间为

S= 正正,正反,反正,反反  .
根据古典概型的计算公式得

P(A)=P(B)=24=
1
2
,

P(B|A)=12
,P(AB)=14.

在此,我们看到P(B|A)=P(B).事实上,生活的常识也告诉我们,两次出现正面是相

互没有影响的.这时,由乘法公式可知
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P(AB)=P(A)P(B|A)=P(A)P(B).
由此引出下面的定义.
定义1.6 对于事件A与B,若

P(AB)=P(A)P(B)
成立,则称事件A与B是相互独立的(mutual

 

independence),简称独立.
 

【例1.23】 设事件A与B相互独立,并且P(A)=0.5,P(B)=0.3,求P(A∪B).
解 

 

P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)
  

=P(A)+P(B)-P(A)P(B)=0.5+0.3-0.5×0.3=0.65.
在本题中,若不知道A与B相互独立,则P(A∪B)是求不出来的.
关于事件的独立性,有如下的定理.
定理1.1 若四对事件A与B,A与B,A与B,A与B中有一对是相互独立的,则另外

三对也是相互独立的.
证明 不妨设A与B相互独立,则P(AB)=P(A)P(B).
(1)

 

P(BA)=P(B)-P(AB)=P(B)-P(A)P(B)=P(B)1-P(A)  =P(B)P(A).
因此A与B相互独立.
(2)

 

P(AB)=P(A)-P(AB)=P(A)-P(A)P(B)=P(A)[1-P(B)]
 

=P(A)P(B).
因此A与B相互独立.
(3)

 

A与B也是相互独立的,留作习题,请读者自己证明.
值得说明的是,在实际应用中,两个事件是否相互独立,我们往往从直觉上加以判断,如

果两个事件发生与否,彼此间没有影响或者影响很弱,则认为这两个事件是相互独立的.例
如,连续掷两颗骰子,可以从直觉上看出,这两颗骰子出现的点数是没有影响的,因而是相互

独立的.但是,在有些情况下只凭直觉来判别事件是否相互独立就比较困难了,此时需要从

事件相互独立的定义出发进行验证,以下的例子说明了这一点.
【例1.24】 一个家庭中有3个小孩,假设事件A= 家中男孩女孩都有  ,事件B={家

中至多有一个女孩},问:
(1)

 

事件A,B是否相互独立?
(2)

 

当这个家庭有两个小孩时,事件A,B是否相互独立?
解 (1)

 

样本空间

S= 男男男  ,男男女  ,女男男  ,男女男  ,女女男  ,女男女  ,男女女  ,女女女    ,
A= 男男女  ,女男男  ,男女男  ,女女男  ,女男女  ,男女女    ,

B= 男男男  ,男男女  ,女男男  ,男女男    ,
则

AB= 恰好一个女孩  = 男男女  ,女男男  ,男女男    .
因此

P(A)=68
,P(B)=48

,P(AB)=38.

所以P(AB)=38=
6
8×

4
8=P

(A)P(B).因此A,B相互独立.
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(2)
 

当这个家庭只有两个小孩的时候,样本空间S={(男男),(男女),(女男),(女
女)},则

A= 男女  ,女男    ,
B= 男男  ,男女  ,女男    ,

AB= 恰好一个女孩  = 男女  ,女男    .
因此

P(A)=24
,P(B)=34

,P(AB)=24.

由于不满足P(AB)=P(A)P(B),所以A与B不相互独立.
【例1.25】 在通常情况下,股市中有些股票的涨跌是相互独立的,有些股票是相互联

系的.根据股市的情况假设甲、乙两种股票上涨的概率分别是0.9和0.8,某位股民决定购

买这种股票,假设他们涨跌是相互独立的,求买入的股票至少有一种上涨的概率.
解 设A= 甲股票上涨  ,B= 乙股票上涨  ,那么A∪B= 至少有一种上涨  .因为

A与B相互独立,所以,有
P(A∪B)=P(A)+P(B)-P(AB)=P(A)+P(B)-P(A)P(B)

 

=0.9+0.8-0.9×0.8=0.98.
                                          

                                          
 
   事件的独立与互不相容是两个不同的概念,互不相容表示两个事件不能同时发生,而

独立则表示它们彼此不影响.
定义1.7 设A,B,C是三个事件,如果满足:

P(AB)=P(A)P(B),P(BC)=P(B)P(C),
P(AC)=P(A)P(C),P(ABC)=P(A)P(B)P(C),

则称这三个事件A,B,C相互独立.
事件的相互独立的概念可推广到多个事件的情形.
定义1.8 设A1,A2,…,An 是n个事件,若对任意k(1<k≤n),对任意1≤i1<i2<

…<ik≤n,都有

P(Ai1Ai2…Aik)=P(Ai1)P(Ai2)…P(Aik),
则称事件A1,A2,…,An 相互独立.
n个事件相互独立,则必须满足(2n-n-1)个等式.

                                          
 
 
 
 
 
                                          

 
 
 
 
 
 
   若A1,A2,…,An 相互独立,则将A1,A2,…,An 中的任意多个事件换成它们的逆事

件,所得的n个事件仍然相互独立,因此有:
(1)

 

P A1A2…An  =P A1  P A2  …P An  ;

(2)
 

P A1∪A2∪…∪An  =1-P A1∪A2∪…∪An  =1-P A1∩A2∩…∩An  

=1-P A1  P A2  …P An  .
【例1.26】 张、王、赵三同学各自独立地去解一道数学难题,他们的解出的概率分别为

1/5,1/3,1/4,试求:(1)
 

恰有一人解出的概率;(2)
 

难题被解出的概率.
解 设A1= 张同学解出难题  ,A2= 王同学解出难题  ,A3= 赵同学解出难题  ,由

题设知A1,A2,A3相互独立.
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(1)
 

令A= 恰有一人解出难题  ,则A=A1A2 A3∪A1A2A3∪A1  A2A3,故

P(A)=P(A1A2  A3∪A1A2A3∪A1  A2A3)           
=P(A1A2 

 

A3)+P(A1A2 A3)+P(A1 A2A3)

=P(A1)P(A2)P(A3)+P(A1)P(A2)P(A3)+P(A1)P(A2)P(A3)

=151-
1
3  1-14  +1-15  131-14  +1-15  1-13  14=1330.

(2)
 

令B= 难题被解出  
 

,则
P(B)=P(A1∪A2∪A3)=1-P(A1)P(A2)P(A3)

=1-1-15  1-13  1-14  =35.
1.5.2 独立性和系统可靠性

元件的可靠性:对于一个元件,它能正常工作的概率称为元件的可靠性.
系统的可靠性:对于一个系统,它能正常工作的概率称为系统的可靠性.
【例1.27】 设构成系统的每个元件的可靠性均为p(0<p<1),且各元件能否正常工

作是相互独立的,如果6个元件分别按照Ⅰ先串联后并联(见图1 10)和Ⅱ先并联后串联

(见图1 11)的两种连接方式构成两个系统,试求它们的可靠性,并且比较两个系统可靠性

的大小.

1 2 3

4 5 6

图1 10
     

1 2 3

4 5 6

图1 11

解 假设Ai= 第i个元件正常工作  ,i=1,2,3,4,5,6,系统Ⅰ的可靠性为

p1=P[(A1A2A3)∪(A4A5A6)]=P(A1A2A3)+P(A4A5A6)-P(A1A2A3A4A5A6)
=P(A1)P(A2)P(A3)+P(A4)P(A5)P(A6)-P(A1)P(A2)P(A3)P(A4)P(A5)P(A6)
=p3+p3-p6=p3(2-p3).

系统Ⅱ的可靠性为

p2=P (A1∪A4)(A2∪A5)(A3∪A6)  =P A1∪A4  P A2∪A5  P A3∪A6  
=[P(A1)+P(A4)-P(A1)P(A4)][P(A2)+P(A5)-P(A2)P(A5)]·
 [P(A3)+P(A6)-P(A3)P(A6)]
=(2p-p2)(2p-p2)(2p-p2)=p3(2-p)3.

因(2-p)3=2-p3+6p-1  2>2-p3,故p2>p1.因此,系统Ⅱ的可靠性p2 大于系

统Ⅰ的可靠性p1.
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练习1.5 封面扫码查看参考答案

  1.
 

已知事件A与B独立,且P(A)=p,P(B)=q.求P(A∪B),P(A∪B),P(A∪B).

2.
 

已知事件A与B独立,且P(AB)=19
,P(AB)=P(AB).求P(A),P(B).

3.
 

三个人独立地去破译一份密码,已知各人能译出的概率分别为0.6,0.5,0.4,问三个

人中至少有一个人能将此密码译出的概率是多少?
4.

 

假若每个人血清中含有肝炎病毒的概率为0.4%,混合100个人的血清,求此血清中

含有肝炎病毒的概率.
5.

 

设有4个独立工作的元件1,2,3,4,它们的可靠性分别为p1,p2,p3,p4,,将它们分

别按图(1)(2)方式连接,求系统的可靠性.

1 2

43

图(1)

       

1

4

32

图(2)

6.
 

若事件A与事件B相互独立,证明事件A与事件B也是相互独立的.

知识结构图

随机试验

随机事件

概念:样本空间、样本点、基本事件、必然事件、不可能事件
关系:子事件、相等、互不相容(互斥)、对立事件、相互独立
运算:和、积、差
运算律
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习
 

题
 

一

封面扫码查看参考答案

一、
  

选择题

1.
 

甲、乙两人谈判,设事件A,B分别表示甲、乙无诚意,则A∪B表示 (  )
                              A.

 

两人都无诚意    
 

B.
 

两人都有诚意

C.
 

至少有一人无诚意   D.
 

至少有一人有诚意

2.
 

设A,B,C表示三个随机事件,则ABC表示 (  )
A.

 

A,B,C都发生    B.
 

A,B,C都不发生

C.
 

A,B,C不都发生   D.
 

A,B,C中至少有一个发生

3.
 

设A,B为两随机事件,且B⊂A,则下列式子正确的是 (  )
A.

 

P(A∪B)=P(A)  B.
 

P(AB)=P(A)
C.

 

P(B|A)=P(B) D.
 

P(B-A)=P(B)-P(A)
4.

 

设A,B为任意两个事件,则P A-B  = (  )
A.

 

P A  -P B      B.
 

P A  -P B  +P AB  
C.

 

P A  -P AB     D.
 

P A  +P B  -P AB  
5.

 

设当事件A,B同时发生时C也发生,则 (  )
A.

 

PC  =P AB     B.
 

PC  ≤P A  +P B  -1
C.

 

PC  =P A∪B    D.
 

PC  ≥P A  +P B  -1

6.
 

若事件A,B互不相容,且P(A)=14
,P(B)=18

,则P(A-B)= (  )

A.
 1
4 B.

  1
2  C.

 3
4 D.

  1
8

7.
 

设A,B是样本空间中的两个事件,且P(A)=14
,P(B)=13

,P(A∪B)=12
,则

P(AB)= (  )

A.
 11
12 B.

 5
12 C.

 7
12 D.

 1
12

8.
 

一袋中有6个白球,4个红球,任取两球都是白球的概率是 (  )

A.
 1
2   B.

 1
3

 

C.
 1
4  D.

 1
6

9.
 

一道选择题有m 个答案,只有1个答案是正确的,某考生知道正确答案的概率为p,

乱猜的概率为1-p,设他猜对答案的概率为1
m
,则该考生答对这道题的概率是 (  )

A.
 

p+
1
m B.

 

p+
1
m 1-p  C.

 1
m 1-p  

 

D.
 

p-1-1m  
10.

 

已知男人中有p%是色盲患者,女人中有q%是色盲患者(p>q),今从男、女人数

相等的人群中随机选一人,恰好是色盲患者,则此人是男性的概率是 (  )
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A.
 q
p+q  B.

 q
p-q  C.

 p
p+q D.

 

pq(p+q)%

二、
 

填空题

1.
 

设A,B,C为三事件,则事件“A发生,而B,C不发生”,可用A,B,C的运算关系表

示为       
 

.
2.

 

一书架上有5本小说、3本诗集以及1本字典,今随机选取3本,则选中2本小说和1
本诗集的概率是     .
3.

 

对目标进行射击,直至击中为止,设每次击中目标的概率为p,则第k次才击中目标

的概率为     .
4.

 

假设P A  =0.4,P A∪B  =0.7,那么:
(1)

 

若A与B互不相容,则P B  =     ;
(2)

 

若A与B相互独立,则P B  =     .

5.
 

随机地向半圆0<y< 2ax-x2(a为正常数)内投掷一点,点落在半圆内任何区域的

概率与区域的面积成正比,则原点和该点的连线与x轴的夹角小于π
4

的概率为    
 

.

三、
 

解答题

1.
 

设事件A,B相互独立,A,C互不相容,且

P A  =12
,P B  =13

,PC  =14
,P B C  =18

,

试求P A∪B  ,PC A∪B  ,P AB|C  .

2.
 

设A,B满足P A  =12
,P B  =13

,且P A B  +P A|B  =1,求P A∪B  .

3.
 

100件产品中有10件次品,现从中任取5件进行检验,求所取的5件产品中至多有

1件次品的概率.
4.

 

设某人每次射击的命中率为0.2,问必须进行多少次独立射击,才能使其至少命中1
次的概率不小于0.95?
5.

 

某建筑物按设计要求使用寿命超过50年的概率为0.8,超过60年的概率为0.7,若
该建筑物已经历了50年,试求它在10年内坍塌的概率.
6.

 

系统由n个元件连接而成,设第i个元件正常工作的概率为
 

pii=1,2,…,n  ,求:
(1)

 

当n个元件按串联方式连接时,系统正常工作的概率.
(2)

 

当n个元件按并联方式连接时,系统正常工作的概率.
7.

 

假设每个人的生日在任何月份内是等可能的.已知某单位中至少有一个人的生日在

一月份的概率不小于0.96,该单位至少有多少人?
8.

 

一位学生接连参加同一门课程的两次考试.第一次考试及格的概率为p,若第一次考试及

格则第二次考试及格的概率也为p;若第一次考试不及格则第二次考试及格的概率为p
2.

(1)
 

若至少有一次考试及格,则他能取得某种资格,求他取得资格的概率.
(2)

 

若已知他第二次考试已经及格,求他第一次考试及格的概率.
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9.
 

有朋自远方来访,他乘火车、轮船、汽车、飞机来的概率分别是0.3,0.2,0.1,0.4.已

知他乘火车、轮船、汽车来的话,迟到的概率分别是1
4
,1
3
,1
12
,而乘飞机来,则不会迟到,结

果他迟到了,试问他乘火车来的概率是多少?
10.

 

在套圈游戏中,甲、乙、丙每投一次套中的概率分别是0.1,0.2,0.3.已知三个人中

某一个人投圈4次而套中1次,此投圈者是谁的可能性最大?

11.
 

设有n个颜色互不相同的球,每个球都以概率1
N

分别落在N n≤N  个盒子中,且

每个盒子能容纳的球数是没有限制的.试求下列事件的概率:
(1)

 

A= 指定的1个盒子中没有球  ;
(2)

 

B= 指定的n个盒子中各有一个球  ;
(3)

 

C= 恰有n个盒子中各有一个球  ;
(4)

 

D= 指定的1个盒子中恰有m 个球  m≤n  .
12.

 

(匹配问题)
 

某人写了n封信给不同的n个人,并在n个信封上写好了各人的地

址,现在每个信封里随意地塞进一封信,试求至少有一封信放对了信封的概率.

排列、组合公式

1.
 

全部排列组合公式的推导基于下列两条原理

乘法原理 若进行A1 过程有n1 种方法,进行A2 过程有n2 种方法,则进行A1 过程后

再接着进行A2 过程共有n1×n2 种方法.
加法原理 若进行A1 过程有n1 种方法,进行A2 过程有n2 种方法,假定A1 过程与

A2 过程是并行的,则进行过程A1 和过程A2 的方法共有(n1+n2)种.

2.
 

排列

从包含有n个元素的总体中取出r个来进行排列,这时既要考虑到取出的元素也要顾

及其取出顺序.
这种排列可分为两类:第一种是有放回的选取,这时每次选取都是在全体元素中进行,

同一元素可被重复选中;另一种是不放回选取,这时一个元素一旦被取出便立刻从总体中除

去,因此每个元素至多被选中一次,在后一种情况,必有r≤n.
(1)

 

在有放回选取中,从n个元素中取出r个元素进行排列,这种排列称为有重复的排

列,其总数共有nr 种.
(2)

 

在不放回选取中,从n个元素中取出r个元素进行排列,其总数为

Prn=nn-1  n-2  …n-r+1  .
这种排列称为选排列.特别当r=n时,称为全排列.

(3)
 

n个元素的全排列数为Pn=n(n-1)(n-2)…×3×2×1=n!

3.
 

组合

(1)
 

从n个元素中取出r个元素而不考虑其顺序,称为组合,其总数为

概率论与数理统计
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Crn=
Prn
r! =

nn-1  n-2  …n-r+1  
r! = n!

r! n-r  ! .

(2)
 

分组:若r1+r2+…+rk=n,把n个不同的元素分成k个部分,第一部分r1 个,第

二部分r2 个……第k部分rk 个,则不同的分法有 n!
r1!r2! …rk!

种.

4.
 

排列、组合常用公式

(1)
 

Cmn=Cn-mn .
(2)

 

Cmn+1=Cmn+Cm-1n .
约定:0! =1;当m>n时,Cmn=0.
(3)

 

mCmn=nCm-1n-1.

科尔莫戈罗夫(A.N.Kolmogorov,1903—1987)
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第1章 概率论的基本概念


